













Some recent studies have pointed out the inverted U shape relation
between public debt-GDP ratio and economic growth rate. This is called
the public debt overhangs. The purpose of this paper is to investigate
the mechanism of the public debt overhangs problem theoretically. To
do so, we set up a simple endogenous growth model with government
deficits and public debt. Furthermore, we introduce into the model
the fiscal rules whose aim is the sustainability of government deficits.
We show that the inverted U shape relation between public debt-GDP
ratio and economic growth rate need a particular fiscal rule of the
sustainability of government deficits.
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1) 2017 年度の国・地方の公債残高 GDP 比率では 189%となっている。
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2) Reinhart and Rogoff（2010）、Reinhart, Reinhart and Rogoff（2012）等を参照された
い。
3) 例えば、Baum, Checherita-Westphal and Rother（2013）等が挙げられる。
4) 公的過剰債務が経済成長率を低下させるメカニズムを理論的に分析した研究としては、第 1 節























5) 両者の相関係数は −0.33 と求まる。
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図示したのが図 3である。図 3は、Kumar and Woo（2010）にしたがって、
t年度の公的債務残高 GDP比率を横軸に、t + 1年度～t + 5年度の GDP成
長率の 5年平均値を縦軸にとって図示している。このような操作を行うことに
よって、GDP成長率から公的債務残高 GDP比率への因果関係が排除されて




図 3から明らかなように、公的債務残高 GDP比率が高まると GDP成長率
が低下することが読み取れる。実際、両者の相関係数は −0.57と求まり、両者
6) Kumar and Woo（2010、p.7）参照。
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図 3 　公的債務残高 GDP 比率から経済成長率へ
　　出展：OECD stat. のデータを用いて筆者が作成。
のマイナスの関係は図 2よりも強くなっていることがわかる。また、Reinhart,
Reinhart and Rogoff （2012）は、公的債務残高 GDP比率が 90%を超える
と GDP成長率が極端に低下することを発見している7)。図 2のデータから公
的債務残高 GDP比率が 90%未満と 90%以上のときの GDP成長率を計算す
ると、それぞれ 4.51%と 3.17%と求まる。このことから、公的債務残高 GDP
比率が 90%を超えると GDP成長率が 1.34%ポイント低下することがわかり、
Reinhart, Reinhart and Rogoff（2012）とほぼ同様の結果が得られる。つま
り、公的債務残高 GDP比率 90%ラインが GDP成長率の閾値となっているこ
とになる8)。
さらに、Baum, Checherita-Westphal and Rother（2013）は、欧州の 12
カ国のデータに基づいて9)、公的債務残高 GDP比率の GDP成長率に対する
7) Reinhart, Reinhart and Rogoff（2012、p.80）においては、公的債務残高 GDP 比率が
90%を超えると GDP 成長率は 1.2%ポイント低下することが示されている。








公的債務残高 GDP比率の 67%～95%の間に GDP成長率が上昇から低下に
転じる転換点が存在し、公的債務残高 GDP比率と経済成長率の間には非線型
の関係が存在することを意味している。このことを確かめるために、Baum,
Checherita-Westphal and Rother（2013）と同じ 12か国について、公的債務
残高 GDP比率が 67%～95%の間の GDP成長率を図示したのが図 4である。




































Checherita-Westphal Hallet and Rother（2012）、Greiner（2012）などがある。
12) 当然のことながら、公的債務の利子率と資本の収益率とは異なってくる。
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最後に、Arai, Kunieda and Nishida（2014）のモデルについて見てみよう。








































う16)。いま、代表的企業 iの生産量を Yi、労働投入量を Li、資本ストックを
Ki、利用可能な知識水準を ωi とすると、代表的企業の生産関数は、
Yi = F (Ki、 ωiLi) (1)
と表される17)。次に、個々の企業の投資によって学習効果が働き、企業の資本
ストック Ki の増加は知識水準 ωi の増加をもたらすと仮定しよう。また、企
業によって獲得された知識は瞬時に経済全体に波及し、全ての企業が費用負担
なしで利用できる公共財であると考えよう。したがって、経済全体の知識水準
ω は経済全体の資本ストック K とプラスの相関があることになる。さらに、
知識は個々人の学習によって蓄積されるので、経済全体の知識水準は経済全体
の一人当たり資本ストック K/Lと比例関係にあると考え、
ω = K/L (2)
と仮定しよう。(1)(2)式より代表的企業の生産関数は、
Yi = F (Ki、(K/L)Li) (3)
と表され、一次同次性から、
Yi/Ki = F [1、(K/L)(Li/Ki)] = f [(K/L)(Li/Ki)] (4)
が得られる。また、企業の同質性から、
Li/Ki = K/L、 Yi/Ki = Y/K (5)
が成立しているので、(4)式から、
Y/K = f(1) (6)
となる。ただし、Y は経済全体の生産量で GDPに等しい。この f(1)を Aと
おくと、AK型生産関数、
Y = AK (7)
を得る。したがって、GDPは資本ストックと全要素生産性から構成されてい
ることになる。





いま、実質分配国内所得（＝ GDP）を Y、所得税率を t（＝一定）、名目利
子率を r、名目公的債務残高を B、物価水準を pとすると、可処分所得 YD と
税収 T は、それぞれ、
YD = (1 − t)(Y + rB/p) (8)
T = t(Y + rB/p) (9)
と表される。(8)式からわかるように、家計の収入は所得と公的債務の利払い
から構成されている。また、政府支出は GDPの一定比率 g と仮定すると、
g = G/Y (10)
となる。ここで、公的債務残高 GDP比率を bと表すと、
b = B/pY (11)
となる。さらに、実質利子率は資本の限界生産性に等しいと考え、(7)式を考
慮すると、





Ḃ/p = G + rB/p − t(Y + rB/p) (14)
と表される。さらに、両辺を Yで割って、(10)(11)(12)式を考慮すると
b(Ḃ/B) = g + Ab − t(1 + Ab) (15)
を得る。これより、
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S = sYD (17)
さらに、家計貯蓄は投資と実質公的債務の購入に当てられるので、
S = I + Ḃ/p (18)
と表される。ただし、(20)式は定義式ではなく市場均衡式を表している。言
い換えれば、S が I + Ḃ/pよりも大きい場合は生産物市場では超過供給が生
じており、逆に S が I + Ḃ/pよりも小さい場合には生産物市場は超過需要の
状態にある18)。次に、減価償却率をゼロと仮定するなら、投資は、
I = K̇ (19)
と表される。ここで、(8)(17)(19)式を家計の貯蓄式 (18)式に代入すると、
s(1 − t)(Y + rB/p) = K̇ + Ḃ/p (20)
となり、(20)式の両辺を Y で割って、(12)式を考慮すると、
K̇/Y = s(1 − t)(1 + Ab) − b(Ḃ/B) (21)
を得る。さらに、(7)式を考慮すると次式を得る。





δ ≡ g + Ab (23)
(23)式を (15)式に代入すると、
b(Ḃ/B) = δ − t(1 + Ab) (24)
を得る。
18) 詳しくは、補論 A を参照されたい。







ḃ/b = Ḃ/B − Ẏ /Y (25)
と求まる。上式に (22)式を代入し整理すると、
ḃ = (1 + Ab)(Ḃ/B)b − As(1 − t)(1 + Ab)b (26)
を得る。(24)式を (26)式に代入すると、
ḃ = −A2{t + s(1 − t)}b2 − A{t + s(1 − t) − (δ − t)}b + δ − t (27)
となる。これより、異なる二つの均衡解 b∗、b∗∗（ただし、b∗ > b∗∗）がそれ
ぞれ、
b∗ = (δ − t)/A{t + s(1 − t)} R 0 as δ − t R 0 (28)
b∗∗ = −1/A < 0 (29)
と求まる。以下では、わが国の財政赤字の状況を考慮して、
δ − t > 0 (30)
を仮定すると (27)～(29)式より ḃ曲線は図 5のように描ける20)。図 5からも
わかるように、公的債務残高 GDP比率の均衡値 b∗ は一意に決まり体系は安
定的であることがわかる21)。
20) 図 5 では、δ > 2t + s(1 − t) の場合を描いている
21) b∗∗ < 0 は経済変数としては除外される。
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図 5 　均衡解と安定性
δ－ t       
b0





務残高 GDP比率の移行経路と比較度学分析を行なう。(27)式を δ で偏微分
し政府支出・利払い GDP比率の増加が ḃ曲線に与える影響を計算すると、
∂ḃ/∂δ = 1 + Ab > 0 (31)
となり、ḃ曲線は上方にシフトすることがわかる。これを描いたのが図 6であ
る。図 6からわかるように、均衡公的債務残高 GDP比率は b∗0 から b∗1 に上昇
する。(28)式から計算で確かめると (32)式を得る。
db∗/dδ = 1/A{t + s(1 − t)} > 0 (32)
ここで、政府支出・利払い GDP比率 δの増加がどのように公的債務残高GDP
比率 bに影響を与えるかを見ておこう。図 6にも描かれているように、政府支
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δ0－ t       
b       
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.
b0










する Ẏ /Y 線と Ḃ/B 線の形状を見てみる。横軸に公的債務残高 GDP比率 b
をとると、Ẏ /Y 線と Ḃ/B 線は (22)(24)(30)式から (33)(34)式のように求ま
り、これを図示すると図 7のように描ける22)。
Ẏ /Y = A2{t + s(1 − t)}b + A{t + s(1 − t) − δ} (33)
Ḃ/B = (δ − t)/b + tA (34)
22) Ẏ /Y 線の切片 A{t + s(1 − t) − δ} と Ḃ/B 線の漸近線 tA の大小関係については、
tA > A{t + s(1 − t) − δ} を仮定して図 7 を描いている。
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図 7 　 Ẏ /Y 線と Ḃ/B 線














A｛t + s(1－t)－δ｝ 
この図からわかるように、
Ḃ/B R Ẏ /Y ⇔ b Q b∗ (35)
が成立しているので、均衡値 b∗ の左側では Ḃ/B > Ẏ /Y となり、右側では
Ḃ/B < Ẏ /Y となるため、(25)式から b∗ に収束することが確認できる。











となるので、Ẏ /Y 線は下方にシフトし、Ḃ/B 線は上方にシフトすることがわ
かる、これを図示したのが図 8である。
ここで、政府支出・利払いGDP比率 δの増加によって、公的債務残高GDP
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(      )
1
0
d(Ẏ /Y )/d δ = 0
となる。したがって、政府支出・利払い GDP比率 δ の増加は均衡での GDP
成長率に対して影響を与えないことがわかる。他方、政府支出・利払いGDP
比率 δ の増加は均衡での公的債務残高 GDP比率を高めるので、この二つの事
実から、公的債務残高 GDP比率が上昇したとしても均衡での GDP成長率は
上昇しないことになる。実際、(33)から d(Ẏ /Y )/db∗ を求めると、
d(Ẏ /Y )
dδ









23) ただし、図 8 からわかるように、移行過程においては、公的債務残高 GDP 比率の上昇ととも
に GDP 成長率は上昇していく。
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δ ≡ g + rb − t(1 + rb) (40)
と表され、(15)式を考慮すると、
b(Ḃ/B) = δ (41)
となる。上式を (26)式に代入すると、
ḃ = −A2s(1 − t)b2 + A{δ − s(1 − t)}b + δ (42)
となる。これより、異なる二つの均衡解 b∗、b∗∗（ただし、b∗ > b∗∗）が、
b∗ = δ/As(1 − t) R 0 as δ R 0 (43)
b∗∗ = −1/A < 0 (44)
と求まる。以下では、財政赤字を前提とし、
δ > 0 (45)
を仮定すると、図 5と同様の ḃ曲線が描ける25)。
次に、政策変数である財政赤字 GDP比率 δ が変化した場合の bの移行経路
24) ここでの公的過剰債務問題とは第 1 節で述べたような、公的債務残高 GDP 比率と経済成長率
の関係を意味している。
25) ただし、ḃ 曲線の切片と均衡解 b∗ の値はそれぞれ、δ、δ/As(1 − t) である。
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と比較動学分析を行なおう。(42)式を δ で偏微分し財政赤字 GDP比率の増
加が ḃ曲線に与える影響を求めると、
∂ḃ/∂δ = 1 + Ab (46)
となり、ḃ曲線は上方にシフトすることがわかる。これを図示したのが図 9で
ある。
図 9 　 ḃ 線と比較動学
δ1
δ0
b       
0 b0






図 9からわかるように、公的債務残高 GDP比率は b∗0 から b∗1 に上昇する。
実際、(43)式から (47)式を得る。
db∗/dδ = 1/As(1 − t) (47)
さらに、前節と同様に、公的債務残高 GDP比率の増加が GDP成長率にどの
ような影響を与えるかを考察しよう。横軸に公的債務残高 GDP比率 bをとる
と、Ẏ /Y 線と Ḃ/B 線は (22)(41)式から (48)(49)式のように求まり、これを
図示すると図 10のように描ける26)。
Ẏ /Y = As(1 − t)(1 + Ab) − δ (48)
Ḃ/B = δ/b (49)
26) Ẏ /Y 線の切片 A{s(1 − t) − δ} については、δ > s(1 − t) と仮定すると図 10 のように描
ける。
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図 10 　 Ẏ /Y 線と Ḃ/B 線
b*
















Ḃ/B R Ẏ /Y ⇔ b Q b∗ (50)
が成立しているので、均衡値 b∗ の左側では Ḃ/B > Ẏ /Y となり、右側では
Ḃ/B < Ẏ /Y となるため、(25)式から b∗ に収束することが確認できる。











となるので、Ẏ /Y 線は下方にシフトし、Ḃ/B 線は上方にシフトすることがわ
かる。これを図示したのが図 11である。
前と同様に、財政赤字 GDP比率の増加により公的債務残高 GDP比率 b∗




= A2t + s(1 − t) − A dδ
db∗
(53)




b       0 b0


































る27)。この場合、基礎的財政赤字 GDP比率 δ は、
δ ≡ g − t(1 + Ab) (54)
と定義され政策変数と見なされる。さらに、Bohn（1998）に従って、
δ = δ(b) ≡ δ − βb2、 δ = 0、 β > 0 (55)
と仮定しよう。(55)式は、公的債務残高 GDP比率が増えると政府は政府支
出の削減によって基礎的財政赤字 GDP比率を縮小することを意味している。
また、δ は公的債務残高 GDP比率がゼロの場合の基礎的財政赤字 GDP比率
を表している。以下では分析の簡単化のために、基礎的財政赤字 GDP比率 δ
が非負であると仮定する28)。(54)式を考慮して、(55)式を (15)式に代入す
27) 第 1 節でも述べたように、Arai, Kunieda and Nishida（2014）においても Bohn（1998）
の政策反応関数を前提としている。
28) (54) 式を考慮して、δ = g − t と見なすことも可能である。また、この仮定を外しても分析の
結果に定性的な影響はない。
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ると、
b(Ḃ/B) = δ − βb2 + Ab (56)
となる。上式を (26)式に代入すると、
ḃ = −Aβb3 + [A2{1 − s(1 − t)} − β]b2 + A{1 − s(1 − t) + δ}b + δ
(57)









次に、政府支出の増加によって基礎的財政赤字GDP比率 δ の増加が ḃ曲線
に与える影響を求めると、
∂ḃ/∂δ = 1 + Ab (58)
となり、ḃ曲線は上方にシフトすることがわかる。これを描いたのが図 13で
ある。図 13には基礎的財政赤字 GDP比率 δ が δ0 から δ1 に増えた場合が描
かれている30)。図 13から、公的債務残高 GDP比率は b∗0 から b∗1 に上昇する
ことがわかる。
29) δ = 0 の場合、(57) 式は、ḃ = −Aβb3 + [A2{1 − s(1 − t)} − β]b2 + A{1 − s(1 − t)}b
となり、三つの均衡解はそれぞれ、b∗∗∗ = −1/A、b∗∗ = 0、b∗ = {1 − s(1 − t)}/β と求ま
る。




b       
b0







実際、δ の増加による b∗ への効果を (57)式から求めると、
db∗
dδ
= − (1 + Ab
∗)




そのために、まず、公的債務残高GDP比率 bに対する Ẏ /Y 線と Ḃ/B 線の形
状を見てみよう。横軸に公的債務残高 GDP比率 bをとると、Ẏ /Y 線と Ḃ/B
線は (22)(56)式から (60)(61)式のように求まり、これを図示すると図 14の
ように描ける31)。
Ẏ /Y = A[βb2 − A{1 − s(1 − t)}b + s(1 − t) − δ] (60)
Ḃ/B = δ/b − βb + A (61)
この図からわかるように、
Ḃ/B R Ẏ /Y ⇔ b Q b∗ (62)
が成立しているので、均衡値 b∗ の左側では Ḃ/B > Ẏ /Y となり、右側では
31) 図 14 は、β > A2{1− s(1− t)}2/4{s(1− t)− δ} を仮定して描かれている。Bohn（1998、
p.961）においても、ある正の定数 ρ に対して、β = ρ > 0 と β の有界性が仮定されている。
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図 14 　 Ẏ /Y 線と Ḃ/B 線
b*
















Ḃ/B < Ẏ /Y となるため、(25)式から b∗ に収束することが確認できる。次に、











となるので、Ẏ /Y 線は下方にシフトし、Ḃ/B 線は上方にシフトすることがわ
かる、これを図示したのが図 15である。図 15からわかるように、δ の増加に
よって均衡点は b∗0 から b∗1 に上昇することがわかる。
ここで、政府支出の増加により δ が増加し、公的債務残高 GDP比率 b∗ が
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していることがわかる33)。(60)(65)式から、Ẏ /Y と b∗ の関係は図 16のよう
に描くことができる。
図 16からわかるように、b∗ < bであるならば、政府が政府支出を増やし
δ が上昇し均衡での公的債務残高 GDP比率 b∗ が増えるにしたがい GDP成
長率（Ẏ /Y）は上昇していくが、やがて b∗ が bを超えると b∗ の増加と共に
GDP成長率（Ẏ /Y）は減少していく34)。
最後に、公的債務残高 GDP比率の上昇に伴う経済成長率の非線型性が生じ
32) b の値については補論 B を参照されたい。




























































35) Kumar. and Woo（2010、p.7）においても、この点に関して、「経済成長と政府債務はとも
に、第三の変数によって決定されている可能性もある」と述べている。
36) Greiner（2012、p.6）参照のこと。また、Checherita-Westphal, Hallet and Rother（2012）
をも参照されたい。
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いま、消費を C、租税を T、政府支出を G、投資を I とすると、市場均衡
式は、
C + S + T = C + I + G (A-1)
と表される37)。ここで、租税 T、可処分所得 YD、貯蓄 S を本文のように、
T = t(Y + rB/p) (A-2)
YD = (1 − t)(Y + rB/p) (A-3)
S = sYD (A-4)
と表す。消費 C は定義により、
C = YD − S (A-5)
であるので、(A-3)(A-4)式から、
C = (1 − s)(1 − t)(Y + rB/p) (A-6)
となる。(A-2)(A-3)(A-4)(A-6)式から、
C + S + T = (1−s)(1−t)(Y +rB/p) + s(1−t)(Y +rB/p) + t(Y +rB/p)





Y R C + I + G (A-8)
(A-8)式を (A-7)式に代入すると、




経済学論究第 74 巻第 1 号
Ḃ/p = G + rB/p − T (A-10)
を代入して整理すると、





d(Ẏ /Y )/db∗ R 0 ⇔ − β(b∗)2 + A{1 − s(1 − t)}b∗ + δ R 0 (B-1)
が成立する。ここで、
h(b∗) = −β(b∗)2 + A{1 − s(1 − t)}b∗ + δ (B-2)
とおき、h(b∗) = 0の正値解 bを求めると、
b =
A{1 − s(1 − t)} +
q
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Bräuninger M.（2005）, “The Budget Deficit, Public Debt, and Endogenous
Growth,” Journal of Public Economic Theory, vol.7, No.5, pp.827-840.
Cecchetti S.G., Mohanty M.S.and Zampolli F.（2011）, “The Real Effects of
Debt,” BIS Working Papers, No.352, pp.1-32.
Checherita-Westphal C., Hallet A.H. and P. Rother（2012）, “Fiscal Sustain-
ability using Growth-Maximizing Debt Targets,” Working Paper Series,
1472, European Central Bank.
— 69 —
経済学論究第 74 巻第 1 号
Checherita-Westphal C. and P. Rother（2010）, “The Impact of High Govern-
ment Debt on Economic Growth and its Channels : An Empirical Inves-
tigation for the Euro Area,” European Economic Review, No.56, pp.1392-
1405.
Christopher S. A. and Bevan D.L.（2005）, “Fiscal Deficits and Growth in
Developing Countries”, Journal of Public Economics, vol.89, pp.571-97.
Elmeskov J.and D.Sutherland（2012）, “Post-Crisis Debt Overhang : Growth
Implications across Countries,” Second International Research Conference
2012, Reserve Bank of India, pp.1-35.
Futagami K., Iwaisako T. and Ohdoi R.（2008）, “Debt Policy Rule, Produc-
tive Government Spending, and Multiple Growth Path,” Macroeconomic
Dynamics, vol.12, no.4, pp.445-62.
Greiner A. and Semmler W.（2000）, “Endogenous Growth, Government Debt
and Budgetary Regimes, Journal of Macroeconomics, vol.22, no.3, pp363-
384.
Greiner A.（2012）, “Debt and Growth : Is There a Non- Monotonic Rela-
tion?,” Working Papers in Economics and Management, 04-2012, Bielefeld
University.
Hakkio C.S. and Rush M.（1991）, “Is Budget Deficits ‘Too Large’ ?,” Eco-
nomic Inquiry, vol.29, pp.429-45.
Kumar M.S. and Woo J（2010）, “Public Debt and Growth,” IMF Working
Paper, 10/174, pp.1-46.
Laubach T.（2009）, “New Evidence on the Interest Rate Effects of Bud-
get Deficits and Debt,” Journal of European Economic Association, vol.7,
no.4, pp.858-885.
Panizza U. and Presbitero A.F.（2013）, “Public Debt and Economic Growth in
Advanced Economies : A Survey,” Swiss Society of Economics and Statis-
tics, vol.149, no.2, pp175-204.
Reinhart Carmen M. and K.Rogoff （2010）, “Growth in a Time of Debt,”
American Economic Review : Paper and Proceedings, no.100, pp.573-578.
Reinhart C. M., Reinhart V.R. and K.S.Rogoff （2012）, “Public Debt Over-
hangs : Advanced-Economy Episodes Since 1800,” Journal of Economic
Perspectives, vol.26, no.3, pp69-86.
Reinhart C. M., Reinhart V.R. and K.S.Rogoff（2015）, “Dealing with Debt,”




Rogoff K.S.（2015）, “Debt Supercycle, not Secular Stagnation,” VOX,CEPR
Policy Portal.
Romer P.M.（1986）, “Incerasing Returns and Long-Run Growth,” Journal of
Political Economy, ol.94, no.5, pp.1002-37.
Saint-Paul G.（1992）, “Fiscal Policy in an Endogenous Growth Model,” Quar-
terly Journal of Economics, vol.107, no.4, pp.1243-1259.
Sheshinski E.（1967）, “Optimal Accumulation with Learning by Doing,” in
Shell K.,ed., Essays on the Theory of Optimal Economic Growth, MIT
Press.
Woodford M.（1990）, “Public Debt as Private Liquidity,” American Economic
Review Papers and Proceedings, Vol.80, No.2, pp.382-88.
— 71 —
